b AUX ORIGINES DU CALCUL INTEGRAL

ARCHIMEDE

Syracuse (Sicile)
env -287 a-212 av JC

1. CALCULS (D’ARCHIMEDE) POUR OBTENIR L’APPROXIMATION DE T*

La circonférence d'un cercle quelconque est égale au triple du diamétre réuni a une certaine

portion du diametre, qui est plus petite que le septiéme de ce diameétre, et plus grande que les
10/71e de ce méme diamétre.

Soit le cercle dont AT est le diamétre et dont le point E est le centre ; que la droite 'AZ soit une
tangente, et que I'angle ZEI soit la troisieme partie d'un angle droit La droite EZ sera a la droite

ZI' comme 306 est a 153; et la raison de EI" a I'Z sera plus grande que la raison de 265 a 153.

Partageons l'angle ZEI' en deux parties
¢gales par la droite EH ; la droite ZE sera
a la droite EI" comme ZH est a HI'. Donc,
par permutation et par addition, la somme
des droites ZE, EI' est a la droite ZI'
comme EI" est & I'H. Donc la raison de la

HER

droite I'E a la droite I'H est plus grande
que la raison de 571 a 153. Donc la raison
du carré de EH au carré de HI est plus grande que la raison de 349450 a 234009, et la raison de
EH a HI plus grande que la raison de 591 1/8 a 153 .

Partageons l'angle HEI" en deux parties égales par la droite EH ; la raison de EI" a I'® sera plus
grande que la raison de 1162 & 153. Donc la raison de OF a @I est plus grande que la raison de
1162 1/8 a 153.

Partageons encore 'angle @EI" en deux parties égales par la droite EK ; la raison de EI' a 'K
sera, plus grande que la raison de 2334 '4 a 153. Donc la raison de EK a ne est plus grande que
la raison de 2339 2 a 153.

Partageons enfin I'angle KEI" en deux parties égales par la droite AE ; la raison de EI" a AT sera
plus grande que la raison de 4673 2 a 153.

Donc, puisque 'angle ZEI" qui est la troisiéme partie d'un angle droit, a été partagé quatre fois
en deux parties égales, l'angle AED sera la quarante-huitiéme partie d'un angle droit.
Construisons au point E un angle I'EM égal a 'angle AEI et prolongeons ZI" vers le point M ;
l'angle AEM sera la vingt-quatriéme partie d'un angle droit. Donc la droite AM est le c6té d'un
polygone de 96 cotés, circonscrit au cercle.

Donc, puisque nous avons démontré que la raison de EI" a I'A est plus grande que la raison de
4673 2 a 153, et a cause que Al est double de EI', et AM double de I'A, la raison de AI' a AM
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sera encore plus grande que la raison de 4673 2 a 153. Donc la raison de la droite Al au
contour d'un polygone de 96 cotés est plus grande que la raison de 4673 ' a 14688.

Donc la raison du contour de ce polygone a son diametre est moindre que la raison de 14688 a
4673 ~. Mais parmi ces deux nombres, le premier contient trois fois le second avec un reste qui
est de 667 4, et ce reste est plus petit que la y partie du nombre 4673 2 ; donc le contour du
polygone circonscrit contient le diamétre trois fois, plus une partie de ce diamétre qui est
moindre que sa septiéme partie et demie. Donc, a plus forte raison, la circonférence du cercle est
moindre que le triple du diameétre augmenté d'un septieme et demi de ce méme diamétre.

Soit le cercle dont AT est le diametre. Que 1'angle BAI soit la troisieme partie d'un angle droit;
la raison de AB a BI" sera moindre que la raison de 1351 a 780 ; et la raison de AI" a I'B sera la
méme que celle de 1560 a 780.

Partageons 1'angle BAI en deux parties égales par la droite AH. Puisque l'angle BAH est non
seulement égal a I'angle HI'B, mais encore a l'angle HAT', I'angle HI'B sera égal a I'angle HAT'.
Mais l'angle droit AHI" est commun; donc le troisiéme angle HZI" sera égal au troisiéme angle
AT'H. Donc les triangles AHI', THZ sont équiangles; donc AH est a HI' comme I'H a HZ, et
comme Al est a I'Z. Mais AT est a 'Z comme la somme des droites I'A, AB est a la droite BI" ;
donc la somme des droites BA, AT est a la droite BI' comme AH est a HI'. Donc la raison de
AH a HI' est moindre que la raison de 2911 a 780, et la raison de AI' a8 'H moindre que la
raison de 3013 % a 780.

Partageons l'angle I'AH en deux parties égales par la droite A® ; la raison de A® a OI sera
pareillement moindre que la raison de 5924 % a 780, ou bien que la raison de 1823 a 240 ; car
ces deux derniers nombres sont chacun les 4/13 des deux premiers. Donc la raison de AI' a 'K
est moindre que la raison de 1838 9/11e a 240.

Partageons encore 1'angle ®AI en deux parties égales par la droite KA ; la raison de KA a KI'
sera moindre que la raison de 3661 9/11e a 240, ou bien que la raison de 1007 a 66; car ces deux
derniers nombres sont chacun les 11/40e des deux premiers. Donc la raison de AI' a I'A est
moindre que la raison de 1009 1/6 a 66.

Partageons enfin l'angle KAI en deux parties €gales par la droite AA ; la raison de AA a AT’
sera moindre que la raison de 2016 1/6 a 66, et la raison de AI' a I'A moindre que la raison de
2017 Y a 66.

Donc la raison de AI' a 'A est plus grande que la raison de 66 a 2017 4. Donc, la raison du
contour du polygone au diameétre est plus grande que la raison de 6336 a 2017 Y4. Mais parmi
ces nombres, le premier contient le second trois fois avec un reste qui est plus grand que les
10/71e du second. Donc le contour d'un polygone de 96 c6tés inscrit dans un cercle est plus
grand que le triple de son diametre augmenté des 10/71e de ce diametre. Donc, a plus forte
raison, la circonférence du cercle est plus grande que le triple du diameétre augmenté des 10/71e
de ce diameétre.
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Donc, la circonférence d'un cercle est €gale au triple de son diamétre augmenté d'une portion de
son diametre qui est plus petite que le septieme de ce diametre et plus grande que les 10/71e de
ce méme diametre.

2. DEMONSTRATIONS DE LA QUADRATURE DE LA PARABOLE

2.1 Premiere démonstration (d’Archiméde) pour la quadrature de la parabole
(elle apparait juste en dessous de la Proposition XVI du traité « De la quadrature

de la parabole »)

Soit BOI' un segment compris par une droite et par une parabole. Du point B
conduisons une paralléle au diameétre, et du point I' une tangente a la parabole

au point I'. Que la surface Z soit la troisiéme partie du triangle BAI'. Je dis que

Y

le segment BOI est égal a la surface Z.

Car si le segment BOI n'est pas égal a la surface Z, il est plus grand ou plus petit. Qu'il soit plus
grand, si cela est possible. L'excés du segment BOI sur la surface Z, ajouté un certain nombre de
fois a lui-méme, sera plus grand que le triangle BI'A. Or, il est possible de prendre une surface qui

soit plus petite que cet-exces, et qui soit une partie du triangle BAI'. Que le triangle BI'E soit plus

petit que 1'excés dont nous venons de parler, et qu'il soit une partie du triangle BAT. Il est évident g
que la droite BE sera une méme partie de BA. C'est pourquoi, partageons BA en autant de parties
égales que l'exces du segment sur la surface Z a été ajouté de fois a lui-méme, et que les points de

division soient les points E, H, I, K. Joignons par des droites les points H, I, K avec le point I". Ces

droites couperont la parabole, puisque la droite I'A touche la parabole au point I'. Par les points ou

L

ces droites coupent la parabole, menons les droites M®, NII, X®, I10 parall¢les au diamétre; ces
droites seront aussi paralléles a BA. Donc puisque le triangle BT'E est plus petit que 1'excés du

T

segment BOI" sur la surface Z, il est évident que la surface Z et le triangle BI'E, pris ensemble, Al
sont plus petits que le segment BOI'. Mais la somme des trapézes ME, ®A, OP, GO et du triangle TOX que la parabole
traverse, est égale au triangle BI'E ; parce que le trapéze ME est commun; que le trapéze MA est égal au trapéze OA ;
que le trapéze AX égal au trapéze OII ; que le trapéze XX égal au trapéze OO et que le triangle I'XII égal au triangle
I'OZ. Donc la surface Z est plus petite que la somme des trapeézes MA, XTI, [1® et du triangle ITOI" (o). Mais le triangle
BAT est triple de la surface Z ; donc le triangle BAT est plus petit que le triple de la somme des trapézes MA, PX, OI1
et du triangle ITOT". Ce qui ne peut étre ; car on a démontré qu'il est plus grand que le triple de cette somme (14). Donc
le segment BOTI n'est pas plus grand que la surface Z.

Je dis actuellement que le segment BOI™ n'est pas plus petit que la surface Z. Supposons, s'il est possible, qu'il soit plus
petit. L'excés de la surface Z sur le segment BOI" ajouté un certain nombre de fois a lui-méme, sera plus grand que le
triangle BAI'". Or, on peut prendre une surface qui soit plus petite que cet exces, et qui soit une partie du triangle BAT'.
Oue le triangle BI'E soit plus petit que ces exces ; que ce triangle soit une partie du triangle BAI" et que le reste soit
comme auparavant. Puisque le triangle BI'E est plus petit que I'excés de la surface Z sur le segment BOI', le triangle
BTE et le segment BOI pris ensemble seront plus petits que la surface Z. Mais la surface Z est plus petite que la somme
des trapezes EM, ®N, WX, IIT et du triangle I'TIX ; car le triangle BAI est triple de la surface Z, et plus petit que le
triple de la somme des trapézes dont nous venons de parler ; ainsi qu'on l'a démontré dans la proposition précédente.
Donc le triangle BT'E, conjointement avec le segment BOI est plus petit que la somme des trapézes EM, ®N, ¥YX, IIT
et du triangle THZ. Donc si 'on retranche le segment commun, le triangle I'BE sera plus petit que la somme des
surfaces restantes. Ce qui est impossible; car on a démontré que le triangle BEI est égal a la somme des trapézes EM,
DA, OP, OO0 et du triangle T'OZ, laquelle somme est plus grande que la somme des surfaces restantes (). Donc le
segment BOI" n'est pas plus petit que la surface Z. Mais on a démontré qu'il n'est pas plus grand; donc le segment BOI"
est égal a la surface Z.
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2.2 Deuxiéme' démonstration (d’Archiméde) pour la quadrature de la

parabole

v’ A partir de la corde [AC], il détermine le point B

de la parabole ou la tangente est parall¢le a cette corde.

v' La proposition précédente revient & montrer que
I’aire cherchée (entre la parabole et le segment [AC])
vaut 4/3 de celle du triangle ABC (en gris sur la figure

ci-contre).
v 1l compléte ABC par deux triangles ECD et DAB de
mémes propriétés que ABC (inscrits dans la parabole et

ayant un coté paralléle a la tangente en un point).

v' Il montre que I’aire rajoutée ainsi a chaque étape
vaut ¥4 de I’aire précédente.

v 1l réitére le procédé.

v' L aire cherchée est donc de la forme A = Aireyp (1 + i + 1—16 + -+ 4—n) (D

. g 1,1 1 1.3 4 )
v’ Par ailleurs, il a établi que (1 ottt 4—n) tIX,=3 (dans le langage de I’époque :
« lorsque certaines grandeurs sont établies dans une série dont la raison est quatre, la somme de

toutes ces grandeurs, augmentée du tiers de la plus petite, vaudra les quatre tiers de la plus

grande »)

v" Par un double raisonnement par ’absurde (puisqu’il ne connait pas la notion de limite qui nous
permettrait aujourd’hui de conclure a partir de (1)), il montre que [’aire A ne peut pas étre

. 4 . . ;. ’ \
inférieure a gAlre aBc»> N1 supérieure, et donc qu’elle est égale a cette valeur.

1 . LY r SR . y . \ . .

Il en donnera trois, une premiére géométrique (ci-dessus), une « mécanique » (a base de raisonnement sur des poids,
poulies et cordes) et une autre géométrique, qui suit faisant appel a ce qu’il est convenu aujourd’hui d’appeler une série
infinie .
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